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Resuelve el siguiente problema de optimizacién dinamica,
utilizando programacién dinamica

Problema: Existe un agente econémico representativo que vive
infinitos periodos. Su utilidad (satisfaccién) instantanea u;
depende exclusivamente del consumo, ¢;; siendo la utilidad
marginal positiva pero decreciente, representada a través de una
funcidn de utilidad logaritmica, u; = In(c:). Su capital se deprecia
completamente cada periodo, 6 = 1, y su funcién de produccién es
f(k:) = k. Enfrenta tanto a la restriccién de los recursos
(resource constraint) usual, en donde el consumo mds la inversién
bruta, /¢, debe ser igual o menor que la produccién, f(k;); como a
la regla de evolucidn del capital usual, en donde la inversién neta,
ki+1 — ke, es igual a la inversién bruta menos la depreciacién, Jk:.

Indicaciones: Utiliza tantos periodos como sean necesarios para
encontrar las funciones de politica (policy functions) y la funcién
de valor (value function) que solucionen el problema.
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Formalmente el problema a resolver es
max g Bu(c) = max g BlIn(ct)
ct ket e ket
s.a.
Ct + it < k?

kt+1 - kt =t — 5kt
en donde

ko dado; 6 =1
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Solucién

1. Simplificacion del problema antes de resolverlo

Para resolver mas facilmente cualquier problema, sin importar la

técnica, antes de resolverlo se debe simplificar lo mas posible.

e a) Combinamos las 2 restricciones en una sola. Podemos

reescribir la ecuacién (3) como iy = ki1 — ke + dk¢, como
d =1 la ecuacidn previa se puede escribir como iy = k¢y1.
Este resultado lo sustituimos en la ecuacién (2), obteniendo
¢t + ker1 < ki*. Asi, el problema a resolver es

max Zﬁu ct) = max Zﬁ/n Ct) (4)

ct,kt+1 ct,k ey
s.a.
Ct + ker1 < kit (5)
en donde
ko dado; 6 =1
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@ b) Introducimos la restriccion en la funcién objetivo.
Dado que la utilidad marginal del consumo es positiva,
sabemos que el agente econdmico no desperdiciard recursos
por lo que en la ecuacién (5) < sera =. Asi, podemos
reescribir la ecuacién (5) como ¢; = ki — key1 y la
introducimos en la funcién objetivo. Asi el problema a resolver

max g Bin(ky — ket1)
ket1 =0
en donde

kg dado; 6 =1

e Nota que: i) La técnica de sustituir la restriccién en la funcién
objetivo también es utilizada en problemas estaticos. ii) Con
los 2 pasos previos, a y b, nos decisimos de 2 restricciones y
una variable de eleccién (consumo). iii) Como ya no tenemos
restricciones, ya no necesitaremos del lagrangiano
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2. Solucionamos el modelo usando programacion dinamica
2.1 Solucionamos el dltimo dia de vida del agente econémico

@ a) Planteamos la ecuacién de Bellman
Vi(k) = mke,’x{/”(ka — K') + BVo(K')}

en donde sabemos que ¢ = k* — k’
@ b) Encontramos la policy funcition para nuestra tinica variable de control

El agente econédmico no tiene herederos, por lo que es éptimo no dejar capital
para cuando esté muerto
k
81 = k/ =0

@ c) Sustituimos la policy function en la value function, retirando el max,
ya que a través de la policy function se cumple la orden de maximizar la
funcién objetivo (la value function). 3Vo(k') = 0 porque para ese dia el
agente econdmico esta muerto, por lo que

Vi(k) = Ink® = Vi(k) = alnk
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2.2 Solucionamos el pentiltimo dia de vida

@ a) Planteamos la ecuacién de Bellman
Vo(k) = mk;ax{/n(ka — K+ BVa(K')}

@ b) Sustituimos la value function del dltimo dia de vida en la
value function del peniiltimo dia
Como k en el dltimo dia de vida es k' en el pendltimo,
intercambiamos k por k' al insertar la value function del dltimo dia
en la del pentltimo dia

Vo(k) = mka,x{/n(ko‘ — k') + Balnk'}

@ c) Obtenemos la policy function de este dia de vida, a través
de las Condiciones de Primer Orden (CPO)
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CPO

-1 af 1 af
/. _ —
i a7 7 e W

K =aB(k*—K) — K +aBk' =aBk"

ka
K(k) = K = 2K
gZ() 1+aﬁ

@ d) Sustituimos la policy function en la value function,
quitando el max
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Va(k) = mkgx{ln(ko‘ — k') + apBlnk'}

af

Va(k) = i1~ ke + Bl of

af

)k))

@ e) Reordenamos la funcién, a efecto de quedarnos con una
sola variable de estado (k) al final de la funcidn, y tnicamente
parametros al principio de ésta

Va(k) = l(ZPZP k) 4 as(in(—P k)

1+ap 1+ap
utilizando la regla In(bc) = In(b) + In(c)
Va(k) = In(q5) + alnk + afin(3 O‘Baﬁ) + aBalnk
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Va(k) = In(* ) + aBin( -2 ) 4 (14 ap)ank
Quedando finalmente como value function para el pentltimo dia de
vida

Va(K) = é1 + (1 + af)alnk
en donde
o1 =)+ as(ing )
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2.3 Solucionamos el antependltimo dia de vida

@ a) Planteamos la ecuacién de Bellman

Vs(k) = max{in(k® — K') + BVa(K')}

@ b) Sustituimos la value function del pendltimo dia de vida en
la value function del antepeniltimo dia

Vs(k) = mka,x{/n(ko‘ — k') + B(¢1 + (1 + aB)alnk'}

@ c) Obtenemos la policy function de este dia de vida, a través
de las Condiciones de Primer Orden (CPO)
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CPO

v 1 _afitap)

ke + kI P K = (k" — k/)[aﬁ(l + ap)]

K +aB(l+ aB)k' = aB(l+ af)k”

K(14 aB + (af)?) = af(l+ af)k®
Quedando como policy function para este dia

K o aﬁ+(a6)2
& 0=k =1 B+ (@B

kOé
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@ d) Sustituimos la policy function en la value function,
quitando el max

Vs(k) = mkgx{/n(ko‘ — K'Y+ B(¢1 + (1 + aB)alnk'}

(0% « 2
Vi) = (1 - 58+ e
(8 + ap)ain] 22 L0BSK

1+aB8+ (a5)2]

@ e) Reordenamos la funcidn, a efecto de quedarnos con una
sola variable de estado (k) al final de la funcién, y Unicamente
pardmetros al principio de ésta
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2 _ 2 2
1+ aB + (aB)” — aB — (aB) K]+ By + (B + aﬁz)aln[( aB + (apB)

Valk) = inf 1+ aB + (aB)? 1+ afB + (aB)2

) + alnk]

Definiendo ¢ :In% +8é +(aﬂ+(aﬁ)2)/n(M
P71 aB+ (aB) ' 1+ afB + (af)?

Va(k) = ¢o + Ink® + (aB + (aB)?)alnk

Va(k) = éa + (1 + af + (af)?)alnk
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2.4 Nos percatamos que la policy function y la value function
convergen a formas funcionales especificas

Si seguimos el mismo procedimiento para T periodos obtendremos:

Wi o aBF(aB)? + + (aB)T
gr (k) =k = 1+af+(af)2+ ...+ (aB)T

Vr(k) = o1+ (14 af + (aB)? + ...... + (aB) Nalnk
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[e.e]

Si T= oo podemos utilizar la férmula Zax % por lo que
— X
n=0
1
i B+ aB + (B e+ (aB)T] 0 OBE) L,
im gF (k)= > =k = —=——Ck
T—00 1+af+ (af)?+ ... + (ap) =)

Asi, la policy function general, cuyo seguimiento permitira al
agente econdmico tomar la decisién éptima, maximizando con ello
el flujo de utilidad del resto de su vida es

lim g% (k) = a8k®
T—o0
Obteniéndose la siguiente value function

1
lim Vr(k) = I|m o1 + Blnka

T—o0 1-—
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