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Vamos a resolver un modelo de crecimiento econémico,
dentro del marco del planificador social, en el que

@ Existe un planificador social benevolente, quien busca
maximizar la utilidad (felicidad) de la poblacién (representada
por un agente econémico)

@ El agente econdmico vive durante un periodo infinito y recibe
utilidad del consumo, ¢, y del tiempo libre, 1 — n;

@ La economia enfrenta tanto a la usual restriccién de los
recursos, la cual indica que el consumo mas la inversién bruta,
it, no pueden exceder a la produccidn, ktan%*a, como a la
regla de evolucién del capital, la cual indica que la inversién
neta, k11 — ke, es igual a la inversién bruta menos la
depreciacién, dk;
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@ Siguiendo lo observado en cualquier sociedad, ni el capital
dejado para el periodo subsecuente, k:;1, ni el consumo
pueden ser negativos. Adicionalmente, el tiempo dedicado a
trabajar, n;, no puede exceder al 100 % del tiempo disponible
del agente econémico representativo
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De este modelo encuentra lo siguiente: [3mm]

e 1) Utilizando el método secuencial, determina las condiciones
que se deben cumplir en el éptimo

@ 2)Obtén 3 ecuaciones, que incluyan dnicamente al consumo,
capital, trabajo y a los pardmetros (es decir, elimina los
multiplicadores lagrangianos). Interpreta las ecuaciones

@ 3)En el estado estacionario, cual es el ratio de la inversién al
capital, it/ k¢, del capital al trabajo, k:/n:, y del consumo al
capital, ct/k:. Expresa estos ratios en términos de los
parametros
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Formalmente nuestro modelo lo podemos escribir como

0o _ _
T A ) it
Ct,Nt,it, Ket1 =0 l1—0

sujeto a la restriccion de la produccién
ct 4 iy < kOnl™ vt
a la regla de evolucién del capital
kiv1 — ke = iy — Okt vt

y a que el consumo, el capital y el tiempo trabajado no pueden ser
negativos, mientras que este (ltimo no puede exceder el 100% del
tiempo disponible

OSCt, OSkt+17 OSntS]- vt
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Alternativamente, para evitar usar la regla de la cadena en
las derivadas, lo podemos escribir como

1- — —
max N Bt C#( U)(l - ”t)(l mA-o) —1
Ct,Nt,lt ket —

=0

1—-0
sujeto a la restriccién de la produccién
ct + iy < kPl Vit
a la regla de evolucién del capital
ki1 — ke = iy — Ok vt

y a que el consumo, el capital y el tiempo trabajado no pueden ser
negativos, mientras que este ultimo no puede exceder el 100% del
tiempo disponible

0 < ¢, 0 < ke, 0<n <1 vt
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Antes de resolverlo, lo simplificamos combinando la
restriccion de los recursos con la regla de evolucién del
capital

© H1=0)() _ pya-mi-o) _
t Ct (]. nt) 1
L2 =

sujeto a la restriccién de la produccién combinada con la regla de
evolucién del capital

Ct + kep1 — ke + Ske < k&nl® vt

y a que el consumo, el capital y el tiempo trabajado no pueden ser
negativos, mientras que este (ltimo no puede exceder el 100% del
tiempo disponible

0<c, 0 < kita, 0<n<1 vt
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Solucién del modelo
Respuesta a la pregunta (1)

Las condiciones que se deben cumplir en el éptimo son las
condiciones de Kuhn Tucker:

a) Condiciones de Primer Orden (CPO)

b) Complementary slackness

c) Las restricciones de desigualdad se cumplen
d) Las restricciones de igualdad se cumplen

e) Multimplicadores no negativos
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a) C.P.O.

© cHi=a) ) _ pyA-m-o) _ 1
L= Zﬁt[ t ( . t)

t=0

+)\t(kgn%7a — ¢t — key1 + (L= 8)ke) + deker1 + vece + yene + 0:(1 — ny)]

— 0

oL 1—0)c =711 — p,)A-m0=9)

dce :ﬁt’u( 2 17(0 ! - B A+ Bwv=0 (1)
9L _ (10— 01— )1 o
ant o l1—-0

+8N(1 — @)k ny * + By — B9, =0

8»C a— —a
aTl = ,3t¢t - Bt)\t + ﬂt+1)\t+lakt+11ni+1 + ﬂt+1)‘t+l(1 - 6) =0 (3)
t+
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b) Complementary slackness

Ne(k@ny™® — ¢t — ki1 + (1 — 8)ke) =0 (4)
¢tkt+1 =0 (5)

vice =0 (6)

Yehty = 0 (7)

0:(1—n)=0 (8)
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c) Las restricciones de desigualdad se cumplen

e + kevr — ke + ke < ki'ng vt

0<c, 0 < kiya, 0<n<1 vt

d) Las restricciones de igualdad se cumplen
No existen

e) Multiplicadores no negativos

0 < A, 0< v, 0 <, 0 <0, 0< ¢ vt
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La primera derivada de la funcién de utilidad respecto al consumo es positiva,
por lo que sabemos que la utilidad marginal del consumo es positiva,
adicionalmente cumple con las condiciones de Inada. Asi pues nunca sera
Sptimo para el agente economico un consumo igual a cero. Idem con el tiempo
libre, 1 — n;

Adicionalmente, para consumir se tiene que porducir, por lo que no serd éptimo
kit1,n: = 0. Por lo que

b) Complementary slackness

(k@ ny " == 1—0)k) =0 (9)
Bekes1 =0 (10)

Vg\Ct =0 (11)

Yt = (12)

B(1— ) =0 (13)
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a) C.P.O. utilizando el andlisis anterior y dividiendo ambos lados de cada
ecuacién por f*

nl=o)q _ o \(1-p)(1-0) _
[ = Z/B[Ct (1 nt) 1

l1—o0

+At(kgn% ¥ — ¢t — key1 + (1 - 5)kt) + ¢tkt+1 + VeCt + Yene + et(l - nt)]

u (1-0)—1 u)(1—o)
DL _yetimadel” T (o n)TET o 4B (14)
t

T—a
oL _ )5((_1)(1 — p){t—a)ct "7 (1 — py) 0
ant N

FB(L — a)kin; * + Blye — BYe =0

(15)

8kt+1 =B — BA+ B A 1ok 4+ B A (1 - 8) =0 (16)
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a) C.P.O. difinitivas
oL

et - S U D R P (17)
%’f = (=) = )W N (1 — a)kEn (18)
t
oL o
— /8)\t+1[05kt+11ni+1 +( 5) (19)

Okt 1
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Respuesta a pregunta (2)

sustituyendo la ecuacién (17) en la (18) obtenemos
(1= e = ) T = [T (1 = ) U1 - @)k (20
sustituyendo la ecuacién (17) en la (19) obtenemos la ecuacién de Euler

pet OO (=m0 = O (=) O ki e+ (1-0)]
(21)
recordando la restriccion de los recursos

ct + key1 — ke + 0ke < kféniia vt (22)

Las ecuaciones (20),(21) y (22) constituyen tres ecuaciones que incluyen
lnicamente a las variables consumo, trabajo y capital, asi como a los
parametros
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Respuesta a pregunta (3)

@ En el estado estacionario z: = z;+1 = z. Para cada ratio solicitado, vamos
a buscar y utilizar la ecuacién que contenga las variables incluidas en el

ratio
Para encontrar el ratio k/n utilizamos la ecuacién de Euler

MC#(I*G)*l(17,,)(1*#)(1*0) _ Bucu(lfff)*l(lfn)(lfu)(lfff)[akoﬁlnl*cur(lf(;)]

Ue = BUJak® 'n"=* 4 (1 = §)]

dividiendo ambos lados entre U. obtenemos
koo
1= Bla(-)* "+ (1-9)]

dividiendo ambos lados entre o3
i _ 5 a—1 /6(1 — 5)
af (n) + af

reordenando términos

koL _BO=9)yx k_ =B+

3




Optimizacién Dindmica Modelo de Crecimiento Econémico Economia Planificada Método Secuencial

Economia para Todos. Jacques Lartigue Mendoza

Para encontrar el ratio i/k utilizamos el hecho de que en el estado estacionario
la inversién = depreciacién

i= o0k — — =90

Para encontrar el ratio c/k utilizamos la restriccién de los recursos

et 4 ker — (1= 0)ke = k¥ np ™

c+k—k+6k=kn'""

dividiendo ambos lados entre k

c _E 1—a c a1 1-a
k+6_kn — k+5—k n

utilizando el resultado previo

¢ _(1=B+BO 10 c_1-pB+85
P (e e AR - =

=
x=
Q

=
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